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Vzorové riesenia

Uloha é. 1 (opravoval Matej Halama)

Na zaciatok sa pozrime, ako by sa spraval kratsi rad kariet s ¢islami od 1 do 15. V kazdom kole z kariet

na striedacku postupne jednu odstranim a druht necham. Pri 15 kartach by kola vyzerali takto:

Prvé kolo: -+, 2, -3, 4, -5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13-, 14,15
Druhé kolo: 2, 4, -6-, 8, 16, 12, 14

Tretie kolo: 4, 8, 12-

Stvrté kolo: -8

MozZeme vidiet, Ze po prvom kole ndm zostalo kazdé druhé ¢islo, ¢o su nasobky dvojky. V druhom kole mi
zostane kazdy druhy nasobok dvojky, a to st nasobky stvorky ( 2 - 2 = 4). V tretom kole ndm zostane kazdy
druhy nasobok Stvorky, a to st ndsobky osmicky (4 - 2 = 8). Vo Stvrtom kole ndm zostala uz iba osmicka, pretoze

je to jediny nasobok osmicky mensi ako 15.

Toto pravidlo plati aj pri pévodnom rade s 2025 kartami. Po prvom kole zostanu nasobky 2-ky, po druhom
kole nasobky 4-ky, po tretom kole nasobky 8-cky, a tak dalej. My potrebujeme najst také cislo, ktoré zostane

po nejakom kole ako jediné.
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Po desiatom kole nam zostali nasobky 1024, ale jedinym nasobkom mensim ako 2025 je 1024 (dalSie st

2048, 3072...).

Cislo na poslednej karte je 1024.

Uloha ¢. 2 (opravovala Vierka Glevitzkd)

Nasou Ulohou je zistit, aka ¢ast plochy sklicka nie je prekryta pravouhlymi trojuholnikmi. Potrebujeme teda
zistit aka Cast obsahu velkého (modrého) pravidelného 6-uholnika tvori maly (€erveny) $estuholnik. Co teda

o fnom vieme zistit?

Ako nam aj obrazok napoveda, bude pravidelny. Ale naozaj? Co ak je obrazok iba zle nakresleny?

Pozrime sa preto na uhly. Modry 6-uholnik je pravidelny, a preto maju
vsetky jeho uhly velkost 120°. Kazdy takyto uhol sa sklada z pravého uhla
(Sedy) azeleného uhla. Zelené uhly maji preto velkost 30°. Stucet uhlov
v kazdom trojuholniku je 180° a preto musia mat fialové uhly velkost 60°
(v kazdom pravouhlom trojuholniku z obrazka uz mame uhly 90° a 30°).
Skazdym fialovym uhlom susedi nejaky vnatorny uhol cerveného
6-uholnika. Kazdy vnuatorny uhol ¢erveného 6-uholnika ma preto velkost
120°, a teda cerveny 6-uholnik je pravidelny.




E D Velmi by ndm pomohlo, keby sa ndm podarilo Utvary z obrazka nasekat
tak, e dostaneme niekolko Utvarov s rovnakym obsahom. Skiisme predizit
prepony pravouhlych trojuholnikov. Tato ciara bude prechadzat dalSim
vrcholom modrého Sestuholnika. Nasleduijiici odsek iba vysvetluje, preco je to
naozaj tak - tdto uvaha vsak nemusela byt sucastou riesenia.

Ked' spojime body A a C, tak dostaneme rovnoramenny trojuholnik ABC,
kedZe strany AB a BC sU rovnako dlhé. Uhol ABC ma velkost 120°, a teda uhly
BAC aBCA budi mat velkost 30°. KedZe zeleny uhol pravouhlého
trojuholnika s pravym uhlom pri vrchole B ma velkost 30°, tak prepona tohto

A B trojuholnika bude lezat na tsecke AC. PrediZzenim prepony tohto trojuholnika
teda dostaneme Usecku AC. Podobné myslienky, ako v situacii pre pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri

vrchole B, budu platit aj pre trojuholniky s pravymi uhlami pri zvysnych piatich vrcholoch.
E D

Cerveny 6-uholnik je pravidelny, ateda ho vieme rozdelit na 6
rovnostrannych trojuholnikov. Sedé trojuholniky su tieZ rovnostranné.
V kazdom z nich je jeden fialovy uhol (60°) a jeden uhol (Sedy), ktory je
vrcholovy s nejakym fialovym uhlom, ¢ize ma velkost 60°. Dva uhly Sedého
trojuholnika maju velkost 60°, a teda aj treti bude mat velkost 60°. Kazdy
Sedy trojuholnik ma rovnaky obsah ako kazdy &erveny trojuholnik, lebo
maju rovnako dlhé strany (kazdy $edy trojuholnik zdiela jednu stranu
s nejakym cervenym trojuholnikom).

Ak by mali Sedé a modré trojuholniky rovnaky obsah, tak by sme uz
vedeli jednoducho zistit riesenie.

H Pozrime sa na pravouhlé trojuholniky zo zadania. Kazdy sa sklada z jedného

Sedého a jedného modrého trojuholnika. Rozdelme oba tieto trojuholniky vyskou

G o tak, ako na obrazku. Oba trojuholniky sme tak rozdelili na polovicu, lebo uhly aj

strany su v nich rovnaké. Trojuholnik BPG (Co je polovica modrého trojuholnika)

/ spolu s trojuholnikom BOG tvoria obdiZnik, lebo vieme, Ze pri vrcholoch P, B
a O st pravé uhly. Tieto trojuholniky majd polovi¢ny obsah ako tento obdiznik,

a preto maju rovnaky obsah. Polovica modrého trojuholnika (trojuholnik BPG)

ma rovnaky obsah ako polovica sedého trojuholnika (trojuholnik BOG), ¢ize modry a $edy trojuholnik musia mat
rovnaky obsah.

A P B

Modry 6-uholnik sa sklada z 18-tich trojuholnikov s rovnakym obsahom, zatial o ¢erveny sa sklada zo 6-tich
trojuholnikov s takym istym obsahom.

Tretina sklicka kaleidoskopu nie je prekryta pravouhlymi trojuholnikmi.

Uloha é. 3 (opravoval Janéi Jakubik)

Ulohu vieme riesit viacerymi spoésobmi. Mézeme napriklad kreslit rozne trojuholnikové formacie
a podrobovat ich skimaniu & spliaju véetkych 5 pravidiel. Skiisme sa véak najskor zamysliet nad tym, ¢o vyplyva
z jednotlivych pravidiel.

Pre skratenie zapisu si oznaéme pravidla skratkami:

e P1 -V prvom rade stoji len jeden kovboj, za nim stoja v druhom rade dvaja kovboji, za tymito stoja
v tretom rade traja kovboiji atd".

e P2 - Kazdy kovboj ma na hlave prave jeden jednofarebny klobuk.

e  P3 - Vsetci kovboji stojaci v jednom rade musia mat rovnaki farbu klobuka.
P4 - Kovboiji v bezprostredne susediacich radoch maju klobuky réznej farby
P5 - V celej formacii trojuholnikového tvaru je z kazdej farby rovnaky pocet klobukov.



Z pravidla P5 po zamysleni vieme zistit, Ze celkovy pocet kovbojov v trojuholnikovej formacii musi byt
delitelny po¢tom rdznych farieb klobtkov bezo zvysku. - Uvaha 1

Pravidla P5 a P3 nas vedu k zamysleniu, Ze maximalny mozny pocet roznych farieb vo formacii nesmie byt
rovny (a ani vacsi) poctu radov, lebo potom by v tejto situacii mal kazdy rad int farbu alebo by bolo viacej farieb
v jednom rade, a teda by dana formacia nevedela dodrzat tieto pravidla. - Uvaha 2

Dalej z pravidla P3 vieme prist na to, ze pocet kovbojov, ktori maju rovnaku farbu klobika musime vediet
zapisat ako sucet nie rovnakych celych cisel, pricom kazdé ¢islo méze byt v akomkolvek stcte pouzité prave raz.
- Uvaha 3

Zamyslime sa nad tym, ¢i je mozné aby vo formacii boli iba dve ro6zne farby klobukov. Ak by to platilo tak by
sa farby kvoli pravidlu P4 museli v radoch striedat. Po chvilke skisania, kedy sa snazime vo formacii dodrzat aj
posledné pravidlo P5 zistime, Ze toto posledné pravidlo nevieme nijako dodrZat. Dokaz toho, preco toto pravidlo
pri dvoch farbach nevieme dodrzat nechdvam na Vas, lebo verim, Ze ked si to vyskusate tak za chvilu dékaz
najdete. - Uvaha 4

Zo zadania ulohy: ,,Herb md vo svojej parte viacero kovbojov.”, a z pravidla P1 zistujeme, Ze kovbojov musi
byt viacej ako 1, teda trojuholnikova formacia musi pozostavat z aspon dvoch radov. Pocet réznych farieb
klobUkov musi byt viac ako 1 aby sme dodrzali P4. - Uvaha 5

Podme teraz preskimat pocty kovbojov v trojuholnikovej formacii:

Pocet radov Pocet kovbojov Delitele poctu kovbojov vo Mozné po,(‘fty réznych farieb klobukov
vo formacii vo formacii formacii spliajuce vsetky Gvahy

2 3 1,3 nespina

3 6 1,2,3,6 nespl'r'\a

4 10 1,2,5,10 nespifa

5 15 1,3,5,15 3

6 21 1,3,7,21 3

7 28 1,2,4,7,14, 28 4

8 36 1,2,3,4,6,8,9,12,18, 36 3,4,6

9 45 1,3,5,9,15,45 3,5

Pozrime sa na formaciu s po¢tom radov 5. V tejto formacii mame dokopy 15 kovbojov. Pre 3 rozne farby by
pocet klobukov jednej farby bol 5. Sucet 5 podla tretej Gvahy vieme spravit ako 5, 1 + 4, 2 + 3. Avsak rady
s poctom kovbojov 2 a 3 by museli mat rovnaku farbu, ¢o porusuje P4.

Formécia s poctom radov 6. V tejto formacii mame dokopy 21 kovbojov. Pre 3 rézne farby by pocet
klobukov jednej farby bol 7. Stcet 7 podla tretej Gvahy vieme spravit ako 1+ 6, 2 + 5, 3 + 4. AvSak rady s poc¢tom
kovbojov 3 a 4 by museli mat rovnaku farbu, ¢o porusuje P4.

Forméacia s po¢tom radov 7. Tato formacia je velmi podobnéa formacii so 6 radami. V tejto formacii mame
dokopy 28 kovbojov ¢o je o 7 viac (o jeden rad so 7 kovbojmi viac) ako pri formacii so 6 radmi. Pre 4 rézne farby
by pocet klobukov jednej farby bol 7. Posledny siedmy rad by musel mat farbu, ktora uz neméze byt pouzita
vinom rade, ¢o by znamenalo, Ze zvysok formacie by bol zhodny s formaciou s poc¢tom radov 6. Tym padom by
aj tato formacia porusovala P4.



Formécia s poctom radov 8. V tejto formacii madme dokopy 36 kovbojov. Pre 3 rézne farby by pocet
klobukov jednej farby bol 12. Stcet 12 podla tretej Gvahy vieme spravit ako 1+ 3+ 8,2 + 4 + 6, 5 + 7. Takéto
rozlozZenie farebnych klobukov vo formacii neporusuje ani jedno pravidlo, a teda tato formacia s poc¢tom radov 8
je prva formacia, ktora spiiia podmienky tlohy.

Mohli by sme pokracovat dalej v hladani daldich formacii, ktoré spliaji podmienky Glohy avsak
pre zodpovedanie otazky: “kolko najmenej radov ma trojuholnikovd formdcia”, to nie je potrebné.

Trojuholnikova formacia spliiiajiica véetky uvedené pravidla bude mat najmenej 8 radov.

Uloha ¢. 4 (opravovala Erika Novotnd)

Nasou Ulohou je ukazat, Ze v kazdej dvadsatici Cisel je aspon jedno delitelné svojim cifernym sdétom.
Vadsina z vas si na malych trojcifernych cislach vsimla, Ze ked budeme brat Cisla delitelné deviatimi, tak tieto
vyzeraju byt Kravské - totizto plati, Ze ak je Cislo delitelné deviatimi, tak aj jeho ciferny sicet musi byt delitelny
deviatimi. A kedZe malé trojciferné cisla delitelné deviatimi maju ciferny stcet priamo devat, tak st urcite
Kravské. Teda cisla 108, 117, 126, 135, 144, 153, 162, 171, 180 s cifernym suc¢tom 9 su urcite Kravské. Vzapati
vSak nastane problém, vsak?

Dalsi nasobok 9tky je ¢&islo 189, s cifernym su¢tom 18. Cislo 189 ur¢ite nie je Kravské, lebo sice je nasobok
9tky, ale nie je ndsobkom 18tky. Na to, aby bolo nasobkom osemnastky, tak by muselo byt parne a stcasne
nasobkom cisla 9. Ak vezmeme dalsi ndasobok 9tky, teda Cislo 198, to uz parne je, a sucasne je delitelné svojim
cifernym suc¢tom 18. Skisme teda dalej uvaZovat o nasobkoch 18tky. Zaroven si uvedomme, Ze vsetky
trojciferné cisla delitelné deviatimi musia mat ciferny sucet bud 9, 18 alebo 27, pricom ciferny sicet 27 ma len
najvacsie z nich, teda cislo 999. Zhodou okolnosti je Cislo 999 Kravské, lebo 999 : 27=37.

V kazdej dvadsatici po sebe iducich trojcifernych cisel je urcite aspon jedno nasobkom cisla 18. Vezmime
teraz toto ¢islo a pozrime sa na jeho ciferny sucet.

Bud je tento ciferny sicet osemnast, a teda mame nasobok ¢isla 18 s cifernym sti¢tom 18, teda toto Cislo je
Kravské.

Alebo je tento ciferny sucet devat (napriklad ako pre Cislo 504). No a kedZe mame nasobok cisla 18, je toto
¢islo urcite aj ndsobkom cCisla 9, teda toto Cislo je taktiez Kravské.

To znamen3, Ze trojciferné Cisla, ktoré si nasobky 18tky su urcite Kravské. A teda v kazdej dvadsatici je
aspon jedno také, niekedy aj dve.

Niektori z vas Glohu riesili tak, Ze jednoducho nasli Kravské cisla tak, aby v kaZzdej dvadsatici po sebe iducich
bolo urcite aspon jedno z nich. Toto rieSenie je tieZz Uplne spravne, aj ked mozno viac pracné a nachylné
na chyby (lebo treba overovat velmi vela delitelnosti). Jedna z mnohych moZnosti vypisania vhodnej sady
Kravskych &isel je inpirovana riesenim Martiny Cakyovej:

100, 120, 140, 153, 162, 180, 200, 220, 240, 252, 261, 280, 300, 320, 333, 351, 370, 392, 400, 420, 440, 460,
480, 500, 513, 522, 540, 558, 576, 594, 600, 612, 630, 640, 660, 666, 684, 700, 720, 735, 747, 756, 780, 800,
820, 840, 846, 864, 880, 900, 910, 918, 936, 954, 972, 990.



